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1 Diffusion biaisée à une dimension

Dans cette partie, on définira la transformée de Fourier de toute fonction f dépendant de l’espace comme :

f̃(k) =

∫ ∞
−∞

e−ikxf(x) dx. (1)

1. Donner l’expression de la transformée inverse (f en fonction de f̃).

2. On considère une particule diffusant en temps et en espace continus, à une dimension, et possédant une
vitesse de dérive constante v > 0. On peut démontrer que la probabilité P (x, t) de trouver la particule entre
x et x+ dx à l’instant t obéit à l’équation aux dérivées partielles (appelée équation de Fokker-Planck) :

∂P

∂t
= D

∂2P

∂x2
− v ∂P

∂x
. (2)

où D > 0 est le coefficient de diffusion. Trouver l’équation satisfaite par P̃ (k, t) (on suppose qu’on a les
conditions aux limites limx→∞ P (x, t) = 0 et limx→∞ ∂xP (x, t) = 0)

3. Résoudre cette équation avec la condition initiale suivante : à l’instant t = 0, la particule est localisée en
x = 0 avec certitude.

4. En calculant la transformée de Fourier inverse, déterminer P (x, t).

5. Questions facultatives :

(a) Calculer la moyenne et la variance de x en fonction du temps.

(b) Généraliser le calcul de P (x, t) pour une diffusion en dimension arbitraire d. La position de la particule
est repérée par le vecteur x = (x1, . . . , xd) et le biais est appliqué dans la direction 1.

6. Peut-on facilement généraliser ce résultat au cas où le coefficient de diffusion D ou la vitesse de dérive v
dépendent du point où se trouve la particule ?

2 Marche aléatoire sur réseau

2.1 Marche aléatoire biaisée à une dimension

On considère une marche aléatoire biaisée sur un réseau discret unidimensionnel (c’est-à-dire sur Z) et en
temps discret. Le marcheur est initialement en 0. A chaque pas de temps, la particule saute à droite avec
probabilité p et à gauche avec probabilité q. On note Pn(x) la probabilité de trouver la particule au site x ∈ Z
après n pas de temps.

1



7. Etablir une relation de recurrence entre Pn+1 et Pn.

8. En introduisant la tranformée de Fourier discrète :

P̃n(k) =

∞∑
x=−∞

e−ikxPn(x), (3)

déterminer P̃n(k).

9. Démontrer que la transformée inverse s’écrit

Pn(x) =

∫ π

−π

dk

2π
eikxP̃n(k). (4)

En déduire une expression de Pn(x) sous la forme d’une intégrale.

10. On s’intéresse maintenant à la dépendance en temps de Pn(x). Pour cela, on introduit la fonction géné-
ratrice associée à Pn(x) et définie pour |ξ| < 1 :

P̂ (x; ξ) =

∞∑
n=0

ξnPn(x). (5)

Cette transformation peut être vue comme un analogue de la transformation de Laplace pour les pro-
cessus en temps discret. En trouvant l’équation satisfaite par ̂̃

P (k; ξ) (fonction génératrice associée à la
transformée de Fourier de Pn(x)) à partir du résultat de la question 8, montrer que :

P̂ (x; ξ) =

∫ π

−π

dk

2π

eikx

1− ξ(pe−ik + qeik)
. (6)

11. En considérant une marche aléatoire symétrique (p = q = 1/2), calculer P̂ (x; ξ) à l’aide d’un changement
de variable et du théorème des résidus.

12. On peut montrer que la quantité limξ→1− P (x; ξ) représente le nombre moyen de passages du marcheur
au point x dans la limite de grand temps. Combien de fois le marcheur revient-il à son point de départ en
moyenne ? Une telle marche aléatoire est dite récurrente.

2.2 Marche aléatoire symétrique en dimension arbitraire

On considère désormais une marché aléatoire symétrique sur un réseau discret à d dimensions.

13. Montrer que le calcul de P̂ se généralise et donne

P̂ (x; ξ) =

∫
[−π,π]d

ddk

(2π)d
eik·x

1− ξ
d

∑d
j=1 cos(kj)

. (7)

14. En utilisant l’égalité 1/A =
∫∞
0

e−Atdt pour A > 0 ainsi que la représentation intégrale des fonctions de
Bessel modifiées :

In(z) = I−n(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos(nθ)dθ, (8)

montrer que la fonction génératrice P̂ (x; ξ) admet la représentation intégrale suivante :

P̂ (x; ξ) =

∫ ∞
0

e−t
d∏
j=1

I|xj |(tξ/d)dt. (9)

15. Connaissant le développement asymptotique In(z) ∼z→∞ ez/
√
2πz, montrer que la marche aléatoire est

récurrente en dimensions 1 et 2, et qu’elle ne l’est pas pour d ≥ 3.

Vous venez de démontrer le théorème de Pólya.
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